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1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ñàòüå ïðåäñòàâëåí íåêîòîðûé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ îáîá-
ùåííûõ ðàñïðåäåëåíèé è ãëàäêèõ ôóíêöèé îò íèõ. Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà
âîçíèêëà äîâîëüíî äàâíî, â êîíöå 70-õ èëè íà÷àëå 80-õ ãîäîâ, â ñâÿçè ñ
çàäà÷åé ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ àíñàìáëÿ îäèíàêîâûõ âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ïðè áîëüøîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ â àíñàì-
áëå. Åñòåñòâåííî, ÷òî ñîñòîÿíèå êàæäîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà îïè-
ñûâàåòñÿ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, à ñîñòîÿíèå àíñàìáëÿ
íóæíî áûëî îïðåäåëèòü êàê ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ðàñïðåäåëå-
íèÿõ âåðîÿòíîñòåé è ýòî âûçûâàëî ó ìåíÿ çàòðóäíåíèÿ.

Ïåðâîå, ÷òî ñòàëî ïîíÿòíûì � ýòî íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ íà-
áëþäàåìûõ äëÿ àíñàìáëåé òàê, ÷òîáû îíè ãîäèëèñü äëÿ ðàçíûõ àíñàì-
áëåé â íåçàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ýëåìåíòîâ â àíñàìáëå. Äëÿ ýòîãî ïðè-
øëîñü ðàññìîòðåòü ãëàäêèå ôóíêöèè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ è ðàññìàòðè-
âàòü ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ.

Â òàêîé ìîäåëè, óñòðåìëÿÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè, â ïðåäåëå ïîëó÷àëàñü íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü � àíàëîã äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî íà ôóíêöèÿõ îò ðàñïðåäåëåíèé. Òî åñòü äëÿ
ìîäåëè êîíêðåòíîãî àíñàìáëÿ ïîëó÷àëñÿ êîíå÷íî æå àíàëîã ðàçíîñòíî-
ãî óðàâíåíèÿ. Òàêîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå òðóäíî èññëåäîâàòü àíàëèòè-
÷åñêèìè ìåòîäàìè èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ. Îäíàêî ïîëó-
÷åííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïðèáëèæàåòñÿ íåêîòîðûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì íà ðàñïðåäåëåíèÿõ, êîòîðîå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ëåã÷å
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ïîääàåòñÿ èññëåäîâàíèþ. Ïîëó÷åííûå íåïðåðûâíûå ìîäåëè èíîãäà ëåã÷å
àíàëèçèðîâàòü, ÷åì èñõîäíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ.

Ñ ýòèìè èäåÿìè ÿ òîãäà îáðàòèëñÿ ê èçâåñòíîìó ìàòåìàòèêó ïðî-
ôåññîðó Ðîíàëüäó Ëüâîâè÷ó Äîáðóøèíó, íî îí òîãäà óâëåêàëñÿ äðóãèìè
èäåÿìè, à ÿ, íàâåðíîå, íå ñìîã ÿñíî âñå èçëîæèòü, ïîýòîìó Ð.Ë. Äîáðó-
øèí õîëîäíî îòíåññÿ ê ìîåìó ïîðûâó. Â ðåçóëüòàòå ÿ îñòàâèë ýòè èäåè
íà ìíîãèå ãîäû.

ß âñïîìíèë îá ýòèõ èäåÿõ óæå òîëüêî â 2000-ûå ãîäû, êîãäà ìû ñ
Ëåîíèäîì Îëåãîâè÷åì Øàøêèíûì ðåøèëè ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.
Çäåñü ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíñàìáëÿìè ñëîâ, à ïåðåõîäû çàäàþòñÿ
âåðîÿòíîñòÿìè ìóòàöèé â îòäåëüíûõ ñëîâàõ èëè çà ñ÷åò ñëó÷àéíûõ ïàð-
íûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ñëîâàìè. Ïðè ýòîì çàäàþòñÿ ïðàâèëà ðîæ-
äåíèÿ è óìèðàíèÿ ñëîâ â àíñàìáëå. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû äîñòàòî÷íî
øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, êàê ýâðèñòèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. Íàì æå õîòåëîñü òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàòü àñèìïòî-
òèêó ýòèõ ïðîöåññîâ, êîãäà äëèíà ñëîâ â àíñàìáëÿõ è ÷èñëî ñàìèõ ñëîâ
î÷åíü âåëèêî. Â ðåçóëüòàòå íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå íà ðàñïðåäåëåíèÿõ äëÿ ýòîãî ïðîöåññà, íî â ðåøåíèè åãî ìû
ñèëüíî íå ïðîäâèíóëèñü, äà è ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî çàùèòèòü äèññåðòàöèþ
íà ýòó òåìó â ó÷åíîì ñîâåòå ÂÈÍÈÒÈ áóäåò ñëîæíî. Ïîýòîìó ìû îñòà-
âèëè ýòó òåìó, è Ë.Î. Øàøêèí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ïî
äðóãîé òåìå.

Íàêîíåö, ñåé÷àñ ÿ ðåøèë âåðíóòüñÿ ê ýòîé òåìå è çàôèêñèðîâàòü òî,
÷òî ó íàñ íàêîïèëîñü çà ýòè ãîäû. Ñïîäâèãëî ìåíÿ ê ýòîìó ïðî÷òåíèå
êíèãè [1], êîòîðàÿ íàïèñàíà êîëëåêòèâîì àâòîðîâ, â ðåçóëüòàòå ðàáîòû
ñåìèíàðà ïðîôåññîðà À.Ì. Âèíîãðàäîâà â ÌÃÓ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì. Îñîáîå âïå÷àòëåíèå íà ìåíÿ ïðîèçâåëî ïîñëåñëîâèå ê ýòîé
êíèãå. Â 70-å ãîäû ÿ òîæå ïîñåùàë ýòîò ñåìèíàð, è îí îêàçàë íà ìîè
ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå. ß âñåãäà ñåáÿ îùóùàë â äîëãó ïå-
ðåä Àëåêñàíäðîì Ìèõàéëîâè÷åì è åãî ñåìèíàðîì, òàê êàê ÿ ïîñåùàë
ýòîò ñåìèíàð, íî íå ó÷àñòâîâàë àêòèâíî â åãî ðàáîòå. Íàäåþñü, ÷òî ýòîò
òåêñò áóäåò ìîèì ïîñèëüíûì âêëàäîì â òðóäû ñåìèíàðà.
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2 Îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé è ôóíêöèé íà

ìíîæåñòâå ðàñïðåäëåíèé

ÏóñòüM = Rn � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; C∞(M) � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà M . Â îáùåì ñëó÷àå M ìîæåò áûòü
ëþáûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì èëè ïîäìíîæåñòâîì â íåì. Ìíîæåñòâî
C∞(M) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðó, íà êîòîðîé äåéñòâóþò ãëàä-
êèå ôóíêöèè f(x1, ..., xk) ∈ C∞(Rk), êàê îïåðàöèè â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ϕ1, ..., ϕk ∈ C∞(M) ðåçóëüòàò îïåðàöèè f(ϕ1, ..., ϕk) ∈ C∞(M) è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Êàê èçâåñòíî, êîì-
ïîçèöèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Cåìåéñòâî ôóíêöèé ϕs1,...,sk(x1, ..., xn) ∈ C∞(M),
äëÿ (s1, ..., sk) ∈ S ⊂ Rk, íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè ϕs1,...,sk(x1, ..., xn)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ s1, ..., sk, x1, ..., xn ∈ S ×M .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà S = {0}∪{1/n | n ∈ N} � ãëàäêîå ñåìåéñòâî
ϕs(x1, ..., xn), äëÿ s ∈ S, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàä-
êèõ ôóíêöèé ϕ1/n, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèõñÿ ê ôóíêöèè ϕ0 âìåñòå ñî âñåìè
ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñïðåäåëåíèåì íà ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàþòñÿ
ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l : C∞(M) → R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì:

äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé ϕs1,...,sk(x1, ..., xn) ∈ C∞(M),
äëÿ (s1, ..., sk) ∈ S ⊂ Rk ôóíêöèÿ 〈l, ϕs1,...,sk〉 : S → R , çàäàþùàÿ çíà÷å-
íèå l íà ôóêöèÿõ ñåìåéñòâà ϕs1,...,sk , ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé íà ìíîæåñòâå S ⊂ Rk.

Ïðèìåðàìè ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðàêà δx̄0 , äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x̄0 ∈ M , êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

〈δx̄0 ;ϕ〉
def
= ϕ(x̄0), äëÿ ϕ ∈ C∞(M).

Äðóãèì ïðèìåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ l ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ èí-
òåãðàëîì 〈l;ϕ〉 =

∫
M
p · ϕ dx1 . . . xn, ãäå p(x1, . . . , xn) � èíòåãðèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ íàM ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. (Åñëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ôóíê-
öèé C∞(M) ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, ðàñòóùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè íå áûñòðåå ìíîãî÷ëåíîâ, òî â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèé p(x1, . . . , xn) ìîæíî áðàòü èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè, áûñò-
ðî óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ôóíêöèé
C∞(M) ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
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öèé ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, òî â êà÷åñòâå ôóíêöèé p(x1, . . . , xn) ìîæíî
áðàòü ïðîèçâîëüíûå èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè.)

Îáîçíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèå
íà M .

Î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó íà ìíîæå-
ñòâå M1. Òàê äëÿ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé l1, l2 ∈M1 è äâóõ ÷èñåë λ1, λ2 ∈ R
çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ λ1l1 +λ2l2 íà ïðîèçâîëüíîì ϕ ∈ C∞(M) ïî îïðå-

äåëåíèþ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì 〈λ1l1 + λ2l2;ϕ〉 def= 〈λ1l1;ϕ〉+ 〈λ2l2;ϕ〉.
Îïðåäåëåíèå 3. Cåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ls1,...,sk ∈ M1 ñ ïàðàìåò-

ðàìè (s1, ..., sk) ∈ S ⊂ Rk íàçâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãëàäêî-
ãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé ϕs′1,...,s′k′ ∈ C∞(M), äëÿ (s′1, ..., s

′
k′) ∈ S ′ ⊂ Rk′,

ôóíêöèÿ 〈ls1,...,sk ;ϕs′1,...,s′k′ 〉 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåò-

ðîâ (s1, ..., sk, s
′
1, ..., s

′
k′) íà ìíîæåñòâå S × S ′ ⊂ Rk+k′.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè S = {0} ∪ {1/n | n ∈ N} è ls ∈ M1 � ãëàäêîå
ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé äëÿ s ∈ S, òî â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ l1/n ñõîäÿòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ l0 ïðè n, ñòðåìÿùåìñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî
M1 êàê ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ãèïîòåçà (èëè àêñèîìà). Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé íà M1

âèäà
∑m

i=1 x
1
i δx̄0i , ãäå x

1
1, . . . , x

1
m ∈ R, à δx̄01 , . . . , δx̄0m � äåëüòà ðàñïðåäåëå-

íèÿ, âñþäó ïëîòíî â ìíîæåñòâå âñåõ ðàñïðåäåëåíèé M1.
Ýòà ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðè-

áëèæåíî ðàñïðåäåëåíèåì â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äåëüòà
ðàñïðåäåëåíèé. Åñëè ãèïîòåçà íåâåðíà, òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû ðàñïðåäåëå-
íèåì òàêîãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãëàäêîé ôóíêöèåé, f : M1 → R íà ìíîæåñòâå
ðàñïðåäåëåíèé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f , îáëàäàþùèàÿ ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì:

äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ls1,...,sk ∈ M1 ïî ïàðà-
ìåòðàì (s1, ..., sk) ∈ S ⊂ Rk ôóíêöèÿ âèäà f(ls1,...,sk) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
ïî (s1, ..., sk) ∈ S ⊂ Rk.

Oáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(M1) ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíî-
æåñòâå âñåõ ðàñïðåäåëåíèé M1.

Óòâåðæäåíèå 1. Eñëè f : M1 → R � ãëàäêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà
ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèé, òî íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
ϕ : M → R òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ l ∈ M1 âûïîëíÿåòñÿ
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ðàâåíñòâî f(l) = 〈l;ϕ〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Cåìåéñòâî äåëüòà ðàñïðåäåëåíèé δx̄0 ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ãëàäêîå ñåìåéñòâî ïî ïàðàìåòðó x̄0 ∈ M . Òîãäà ïî îïðåäåëå-
íèþ ãëàäêîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâ ðàñïðåäåëåíèé M1 ôóíêöèÿ f(δx̄0)

äîëæíà áûòü ãëàäêèé ïî ïàðàìåòðó x̄0 ∈ M . Ïîëîæèì ϕ(x̄0)
def
= f(δx̄0).

Òîãäà 〈δx̄0 ;ϕ〉 = ϕ(x̄0) = f(δx̄0) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x̄0 ∈ M . Ïóñòü
l0 � ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà M . Cîãëàñíî ãèïîòåçå ðàñïðåäåëå-
íèå l0 ïðèáëèæàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè l1/j âèäà l1/j =

∑mj

i=1 x
1
ijδx̄0ij äëÿ

x1
ij ∈ R, j ∈ N, ãäå δx̄0ij � äåëüòà ðàñïðåäåëåíèÿ. Òî åñòü ñåìåéñòâî òàêèõ

ðàñïðåäåëåíèé ls ∈ M1 äëÿ s ∈ S = {0} ∪ {1/j|j ∈ N} ãëàäêîå. Òîãäà,
ïî îïðåäåëåíèþ ãëàäêîé ôóíêöèè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ è ïî îïðåäåëåíèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì ðàâåíñòâà

f(l0) = lim
j→∞

f(l1/j) è 〈l0;ϕ〉 = lim
j→∞
〈l1/j;ϕ〉.

C äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëèíåéíîñòè f è îïðåäåëåíèÿ ϕ èìååì ðàâåí-
ñòâà:

f(l1/j) = f(

mj∑
i=1

x1
ijδx̄0ij) =

mj∑
i=1

x1
ijf(δx̄0ij) =

mj∑
i=1

x1
ij〈δx̄0ij ;ϕ〉 = 〈l1/j;ϕ〉,

êîòîðûå äàþò ðàâåíñòâà f(l1/j) = 〈l1/j;ϕ〉 äëÿ j ∈ N. Îòñþäà, â ïðåäåëå,
ïðè j →∞, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî f(l0) = 〈l0;ϕ〉 äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
l0 ∈M1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì âëîæåíèå C∞(M) ↪→ C∞(M1), ãäå êàæäàÿ ëè-
íåéíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà M1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîåé ãëàäêîé ôóíêöèåé
íà Ì èç óòâåðæäåíèÿ 1.

Êðîìå òîãî, ó íàñ åñòü åñòåñòâåííîå ãëàäêîå âëîæåíèå M ⊂ M1, êî-
òîðîå êàæäûé òî÷êå x̄ ∈M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äåëüòà ôóíêöèþ δx̄.

Ýòó êîíñòðóêöèþ èç îïðåäåëåíèé 1�4 ìîæíî ïðîèòåðèðîâàòü è îïðå-
äåëèòü àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèéMk+1 íà ìíî-
æåñòâå ðàñïðåäåëåíèéMk, êàê ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé èç C

∞(Mk)
â R, ñîõðàíÿþùèõ ãëàäêîñòü íà ãëàäêèõ ñåìåéñòâàõ ôóíêöèé â C∞(Mk).
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé C∞(Mk+1) íà ïðîñòðàí-
ñòâå ðàñïðåäåëåíèéMk+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî âñåõ îòîáðàæå-
íèé èçMk+1 â R, ñîõðàíÿþùèõ ãëàäêîñòü íà ãëàäêèõ ñåìåéñòâàõ ðàñïðå-
äåëåíèé â Mk+1.

5



Äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ l ∈ Mk ÷åðåç δl îáîçíà÷àåòñÿ äåëüòà ðàñ-
ïðåäåëåíèå èç Mk+1, êîòîðîå íà ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f ∈ C∞(Mk)

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì 〈δl; f〉
def
= f(l).

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

δ̄k+1 def
=

mk+1∑
i=1

xk+1
i δδ̄ki ∈Mk+1, (1)

ãäå xk+1
1 , . . . , xk+1

mk+1
∈ R è δδ̄ki � äåëüòà ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî

ðàñïðåäåëåíèÿì δ̄ki ∈Mk òàêîãî æå âèäà, êàê è δ̄
k+1, íî â Mk.

Àíàëîãîì ïðèâåäåííîé âûøå ãèïîòåçû (àêñèîìû) äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ðàñïðåäåëåíèé M1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà (èëè àêñèîìà).Ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âèäà δ̄k+1 âñþäó
ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk+1.

Ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà δ̄k+1 çàäàþòñÿ â êîíöå êîíöîâ (åñëè èõ ðàñêûòü
äî ðàñïðåäåëåíèé íà M) êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè òî÷åê ñ âåñàìè èç
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îáúåäèíåííûìè â ãðóïïû. Äàëåå ýòè ãðóïïû â
ñâîþ î÷åðåäü áåðóòñÿ ñ âåñàìè è ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû, êîòîðûì òàê-
æå ïðèïèñûâàþòñÿ âåñà è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ðàcïðåäåëåíèÿ âèäà δ̄k+1,
êîòîðûå ïðèáëèæàþò ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èç Mk+1, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé êîíå÷íóþ "ãðàíóëèðîâàííóþ"ñòðóêòóðó, êîòîðóþ, â ïðèíöèïå,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

Â ðåçóëüòàòå èòåðèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé, çàäàííûõ îïðåäåëåíèÿìè 1-
4, ïîëó÷èì öåïî÷êè âëîæåíèé:

M ⊂M1 ⊂M2 ⊂M3 ⊂ . . . (2)

è
C∞(M) ↪→ C∞(M1) ↪→ C∞(M2) ↪→ . . . (3)

Îáúåäèíÿÿ ïî âëîæåíèÿì, â ïðåäåëå ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëå-
íèéM∞ è àëãåáðó ãëàäêèõ ôóíêöèé íà íåì C∞(M∞), íà êîòîðûõ çàäàíû
ôèëüòðàöèè öåïî÷êàìè âëîæåíèé (2) è (3).

Ïîëåçíî òàêæå èìåòü îïðåäåëåíèÿ ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèé è ïðåîáðà-
çîâàíèé Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèé l′, l′′ ∈ Mk íàçûâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå l′ ∗ l′′ ∈ Mk, çíà÷åíèå êîòîðîé íà ôóíêöèè f ∈ C∞(Mk−1)

çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì: 〈l′ ∗ l′′; f〉 def= 〈l′; 〈l′′; f(x1 +x2)〉〉, ãäå x1, x2 ∈Mk−1

è l′′ äåéñòâóåò ïî x2 ïðè ôèêñèðîâàííîì x1.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå lk+1 ∈Mk+1 è lk ∈Mk, fk−1 ∈
C∞(Mk−1). Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ lk+1 íàçûâàåò-

ñÿ ôóíêöèÿ l̂k+1 : C∞(Mk−1) → C, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì: l̂k+1(fk−1)
def
=

〈lk+1; exp(i〈lk; fk−1〉)〉, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé l′, l′′ ∈Mk+1 ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

l̂′ ∗ l′′ = l̂′l̂′′.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ñâåðòêè è ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå. Èìååì:

l̂′ ∗ l′′(fk−1) = 〈l̂′ ∗ l′′; exp(i〈lk; fk−1〉)〉 = 〈l′〈l′′; exp(i〈l′k + l′′k; fk−1〉)〉〉 =

= 〈l′〈l′′; exp(i〈l′k; fk−1〉) exp(i〈l′′k; fk−1〉)〉〉 = l̂′(fk−1)l̂′′(fk−1).

Â äàííîé ðàáîòå õîòåëîñü áû ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé è, ñîîòâåòñòâåííî, íà
ìíîæåñòâàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà íèõ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî çàäàâàòü è àïïðîêñèìèðîâàòü
ôóíêöèè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ.

2.1 Çàäàíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ðàñïðåäåëåíèÿõ ìíî-

ãî÷ëåíàìè è ðÿäàìè. Ðÿä Òåéëîðà.

Ôóíêöèþ F íà Mk ìîæíî çàäàòü ãëàäêîé ôóíêöèåé (èëè àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé, ðÿäîì, ìíîãî÷ëåíîì) f(x1, . . . , xm) îò ïåðåìåíííûõ x1, . . . , xm ∈
R è íàáîðîì ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕm ∈ C∞(Mk−1). Ïóñòü l ∈ Mk � ïðîèç-
âîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèè F íà ðàñïðåäåëåíèè l
ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì: F (l) = f(〈l;ϕ1〉, . . . , 〈l;ϕm〉).

Åñëè f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C∞(Mk) è l0 ∈ Mk � íåêîòîðîå
ôèêñèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå, à ∆l ∈ Mk ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
òî ôóíêöèè f(l0 + t∆l), äëÿ t ∈ [0; 1], ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ðÿä Òåéëîðà îêîëî l0 ðàçëîæåíèåì ïî t â âèäå:

f(l0 + t∆l) ≈ f(l0) + tD1
f (∆l) +

t2

2!
D2
f (∆l,∆l) +

t2

3!
D3
f (∆l,∆l,∆l) + . . . ,

ãäå Ds
f (l1, . . . , ls), s = 1, 2, . . . � ïîëèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ

íà Mk îò s àðãóìåíòîâ.
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Åñëè ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè Ds
f íà äåëüòà ðàñ-

ïðåäåëåíèÿõ, òî ìû ïîëó÷èì ãëàäêóþ ñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ îò s àð-
ãóìåíòîâ l′1, . . . , l

′
s ∈ Mk−1 âèäà: Dsf (l′1, . . . , l′s) = Ds

f (δl′1 , . . . , δl′s). Òàê ïî-
ñòðîåííóþ ñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ

Dsf : M s
k−1 → R (4)

áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f ∈ C∞(Mk) ïîðÿäêà s ïðè
ðàñïðåäåëåíèè l0 ∈Mk.

Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ 1
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ∆l1, . . . ,∆ls ∈Mk çíà÷åíèå ïîëèëè-
íåéíîé ôóíêöèè Ds

f (∆l1, . . . ,∆ls) = 〈∆l1, . . . ,∆ls;Dsf〉, ãäå (∆l1, . . . ,∆ls)
íàáîð ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ ïî îòäåëüíûì êîîðäèíàòàì
íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ Dsf .

2.2 Çàäàíèå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ðàñïðåäåëåíèÿõ â

âèäå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà âçâåøåííûõ ñóììàõ

äåëüòà ðàñïðåäåëåíèé. Êîíå÷íûå àïïðîêñèìàöèè.

Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèéM1. Òàê êàê ñî-
ãëàñíî ãèïîòåçå (àêñèîìå) ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âèäà δ̄1 =

∑m
i=1 x

1
i δx̄0i ,

ãäå x1
1, . . . , x

1
m ∈ R, x̄0

1, . . . , x̄
0
m ∈ M è δx̄0i � äåëüòà ðàñïðåäåëåíèÿ, âñþäó

ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ðàñïðåäåëåíèé M1, òî f ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ δ̄1.

Çàìåòèì, ÷òî δ̄1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëå-
íèé, çàâèñÿùåå îò âñåé ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â δ̄1. Ýòó ñî-
âîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ äëÿ óäîáñòà îðãàíèçóåì â ãðóïïû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì {{x1

1, {x̄0
1}}, . . . , {x1

m, {x̄0
m}}}, ãäå x1

1, . . . , x
1
m ∈ R è x̄0

1, . . . , x̄
0
m ∈ M .

Òîãäà, äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f , çàäàííîé íà ìíîæåñòâå ðàñïðåäå-
ëåíèé M1 , ôóíêöèÿ fδ̄1 = f(δ̄1), ÿëÿþùàÿñÿ îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè f
íà ðàñïðåäëåíèÿõ âèäà δ̄1, ïî îïðåäåëåíèþ ãëàäêîñòè f ÿâëÿåòñÿ òàêæå
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ
â δ̄1. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî çàìåòèòü èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè fδ̄1 , âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

åñëè â ôóíêöèè fδ̄1({{x1
1, {x̄0

1}}, . . . , {x1
m, {x̄0

m}}}) ïîìåíÿòü ìåñòàìè
äâå ïîäãðóïïû ïåðåìåííûõ {x1

i1
, {x̄0

i1
}} è {x1

i2
, {x̄0

i2
}}, òî ôóíêöèÿ fδ̄1 íå

èçìåíèòñÿ;
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åñëè â ôóíêöèè fδ̄1({{x1
1, {x̄0

1}}, . . . , {x1
m, {x̄0

m}}}) â äâóõ ïîäãðóïïàõ
ïåðåìåííûõ {x1

i1
, {x̄0

i1
}} è {x1

i2
, {x̄0

i2
}} âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x̄0

i1
= x̄0

i2
,

òî ôóíêöèÿ fδ̄1 íå èçìåíèòñÿ, åñëè ýòè ïîäãðóïïû ïåðåìåííûõ çàìåíèòü
îäíîé âèäà {(x1

i1
+ x1

i2
, {x̄0

i1
}}.

Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè íà ìíî-
æåñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk ïðè k > 1.

Èòàê, ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

fδ̄k(x̄k)
def
= f(δ̄k) (5)

� çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ðàñïðåäåëåíèè δ̄k âèäà (1). Ôóíêöèÿ fδ̄k çàâè-
ñèò îò âñåõ ïåðåìåííûõ x̄k, êîòîðûå âõîäÿò â îïðåäåëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
δ̄k. Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáüåì ýòî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íà ãðóïïû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

x̄k = {{xk1, {x̄k−1
1 }}, . . . , {xkmk

, {x̄k−1
mk
}}}, (6)

ãäå ãðóïïû ïåðåìåíûõ x̄k−1
i , äëÿ i = 1, . . . ,mk, ïîñòðîåíû òàêèì æå ñïîñî-

áîì. Òàê èíäóêòèâíî ïðîäîëæàåòñÿ äî k = 1, à ýòîò ñëó÷àé îïðåäåëÿëñÿ
âûøå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ðàñ-
ïðåäåëåíèéMk. Òîãäà ôóíêöèÿ f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé fδ̄k ,
çàäàííîé âûðàæåíèåì (5) îò ïåðåìåííûõ âèäà (6). Ôóíêöèÿ fδ̄k ãëàäêî
çàâèñèò îò ýòèõ ïåðåìåííûõ è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

åñëè â íåêîòîðîé åå ïîäãðóïïå ïåðåìåííûõ

x̄si = {{xsi1, {x̄s−1
i1 }}, . . . , {xsimi

, {x̄s−1
imi
}}},

äëÿ s = 1, . . . , k, ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå åå ïîäãðóïïû {xsij1 , {x̄
s−1
ij1
}} è

{xsij2 , {x̄
s−1
ij2
}}, òî ôóíêöèÿ fδ̄k íå èçìåíèòñÿ;

åñëè â íåêîòîðîé åå ïîäãðóïïå ïåðåìåííûõ

x̄si = {{xsi1, {x̄s−1
i1 }}, . . . , {xsimi

, {x̄s−1
imi
}}}

äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ åå ïîäãðóïï {xsij1 , {x̄
s−1
ij1
}} è {xsij2 , {x̄

s−1
ij2
}}, âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà x̄s−1
ij1

= x̄s−1
ij2

, òî ôóíêöèÿ fδ̄k íå èçìåíèòñÿ, åñëè ýòè

ïîäãðóïïû ïåðåìåííûõ çàìåíèòü îäíîé âèäà {(x1
ij1

+ x1
ij2
, {x̄s−1

ij1
}}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ðàñ-
ïðåäåëåíèé M1. Èòàê, òàê êàê ñîãëàñíî ãèïîòåçå (àêñèîìå) ìíîæåñòâî

9



ðàñïðåäåëåíèé âèäà δ̄k âñþäó ïëîòíî íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèéMk

è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ñåìåéñòâîì îò ïåðåìåííûõ x̄k, òî ïî îïðåäåëåíèþ
ãëàäêîé ôóíêöèè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ ãëàäêàÿ ôóíêöèèÿ f ïîëíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ δ̄k, è ôóíêöèÿ fδ̄k(x̄k)=f(δ̄k) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêîé îò ïåðåìåííûõ x̄k. Ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà, ñôîðìóëè-
ðîâàííûå â óòâåðæäåíèè, ïðÿìî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé ôóíêöèè fδ̄k ,
ðàñïðåäåëåíèÿ δ̄k è ðàçáèåíèÿ íà ãðóïïû ïåðåìåííûõ x̄k ðàñïðåäåëåíèÿ
δ̄k.

3 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ìíîæå-

ñòâàõ ðàñïðåäåëåíèé è íà ìíîæåñòâàõ ãëàä-

êèõ ôóíêöèé íà ðàñïðåäåëåíèÿõ

3.1 Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé.

Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è

óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì l(t) èç ïðîñòðàíñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé Mk. Çäåñü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ãëàäêèå ïðîöåññû ïî ïà-
ðàìåòðó t. Ýòî çíà÷èò, ÷òî l(t) ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî t è dl(t)

dt

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ðàñïðåäåëåíèåì â Mk.
Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëå-

íèé Mk è ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé C
∞(Mk) èç Mk â R. Ïî àíàëî-

ãèè ñ ýòèìè êîíñòðóêöèÿìè îïðåäåëèì ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ èç îäíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü S ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî â
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ãëàäêîé ôóíêöèåé ϕ ∈ C∞(S) èç S â R íàçû-
âàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ãëàäêîé ôóíêöèè ϕ′ ∈ C∞(Rn) íà ïîäìíîæåñòâî S,
òî åñòü ϕ = ϕ′|S. Îòîáðàæåíèå f1 : S1 → S, ãäå S1 ⊂ Rn1, íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ϕ : S → R íà S êîìïîçèöèÿ
ôóíêöèé ϕ ◦ f1 ÿâëÿåñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà S1.

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L èìååò ãëàä-
êóþ ñòðóêòóðó, åñëè äëÿ ëþáîãî S ⊂ Rn, n ∈ N, çàäàíî íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî îòîáðàæåíèé C∞(S;L) èç S â L, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ãëàä-
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êèìè. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé f2 : S1 → S è f1 : S → L èõ êîìïîçèöèÿ f1 ◦ f2 ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì èç S1 â L.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü L1 è L2 � ïðîñòðàíñòâà ñ ãëàäêèìè ñòðóê-
òóðàìè. Îòîáðàæåíèå f : L1 → L2 íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îíî ñîõðà-
íÿåò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
f1 : S → L1, ãäå S ⊂ Rn, êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f ◦ f1 ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì èç S â L2.

Îïðåäåëåíèå 10.Ïóñòü L1 è L2 � ïðîñòðàíñòâà ñ ãëàäêèìè ñòðóê-
òóðàìè. Ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé fs : L1 → L2 äëÿ s ∈ S ⊂ Rn

íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f1 : S1 →
L1, ãäå S1 ⊂ Rn1, êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé fs ◦ f1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
îòîáðàæåíèåì èç S × S1 â L2.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïðî-
ñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk.

Îïðåäåëåíèå 11. Ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì a íà ïðîñòðàíñòâå
ðàñïðåäåëåíèé Mk íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåííèå a : Mk →Mk.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè a : Mk → Mk � âåêòîðíîå ïîëå íà Mk è f ∈
C∞(Mk) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òî ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
îòîáðàæåíèÿ fa : Mk → Mk è af : Mk → R, çàäàííûå, ñîîòâåòñâåííî,

äëÿ l ∈ Mk âûðàæåíèÿìè (fa)(l)
def
= f(l)a(l) è (af)(l)

def
= 〈a(l);D1

f (l)〉,
ãäå D1

f (l) � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f ïðè ðàñïðåäåëåíèè l, îïðåäåëåííûé
âûðàæåíèåì (4) .

Âûðàæåíèå fa, îïðåäåëåííîå â óòâåðæäåíèè, íàçâàåòñÿ óìíîæåíèåì
âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ôóíêöèþ, à âûðàæåíèå af íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì
âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëå-
íèé.

Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå âåêòîðíîãî ïîëÿ a íà ãëàäêèå ôóíêöèè îïðå-
äåëÿåò îòîáðàæåíèå a : C∞(Mk) → C∞(Mk), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû ôóíêöèé C∞(Mk). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f = f1f2 �
ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé, òî èìååì ðàâåíñòâî af = a(f1f2) = f1af2 + f2af1.

Îïðåäåëåíèå 12. Åñëè a1 è a2 � äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà Mk, òî
ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ a2 ïî âåêòîðíîìó ïîëþ a1 íàçûâàåòñÿ âåê-
òîðíîå ïîëå a1(a2), çàäàííîå íà ðàñïðåäåëåíèè l ∈Mk ðàâåíñòâîì

a1(a2)(l)
def
=

d

dt
a2(l + ta1(l))|t=0.
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Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè [a1, a2] êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé

a1 è a2 , çàäàííîãî âûðàæåíèåì [a1, a2]
def
= a1(a2)− a2(a1).

Êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå a : Mk →Mk ìîæåò áûòü ëèíåéíî ïðîäîëæå-
íî äî âåêòîðíîãî ïîëÿ āk+1 : Mk+1 → Mk+1 íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëå-
íèé Mk+1. Áîëåå òî÷íî:

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü a : Mk →Mk âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîñòðàí-
ñòâå Mk è l ∈ Mk � ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. ×åðåç āk+1 : Mk+1 →
Mk+1 îáîçíà÷èì âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk+1,
êîòîðîå íà äåëüòà ðàñïðåäåëåíèÿõ δl ∈Mk+1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâ-
íûå a(l), òî åñòü āk+1(δl) = δa(l). Åñëè f ∈ C∞(Mk), òî âûðàæåíèå
f(a(l)) çàäàåò çíà÷åíèå íîâîé ôóíêöèè f ◦ a ∈ C∞(Mk) � êîìïîçèöèè
îòîáðàæåíèÿ a è ôóíêöèè f . Åñëè lk+1 ∈ Mk+1 � ïðîèçâîëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, òî ðàñïðåäåëåíèå āk+1(lk+1) ∈ Mk+1 � ýòî ëèíåéíàÿ ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ íà C∞(Mk), çíà÷åíèå êîòîðîé íà ôóíêöèè f ∈ C∞(Mk) ïî

îïðåäåëåíèþ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì 〈āk+1(lk+1); f〉 def= 〈lk+1; f ◦ a〉.
Ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Îïðåäåëåíèå 14. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ëîêàëüíîé ïîëóãðóïïîé Gt

íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèéMk íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ñåìåéñòâî ãëàä-
êèõ îòîáðàæåíèé Gt : Mk → Mk äëÿ t ∈ [0; ε) ⊂ R, îáëàäàþùåå ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàìè:

G0 : Mk →Mk � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;
åñëè t, t1, t+ t1 ∈ [0; ε), òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé Gt è Gt1 óäîâëå-

òâîðÿåò ðàâåíñòâó Gt1Gt = Gt+t1.
Åñëè Gt : Mk → Mk � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ëîêàëüíàÿ ïîëóãðóïïà,

òî åé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå g : Mk → Mk, êîòîðîå äëÿ ëþáîãî
l ∈Mk çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

g(l)
def
=

d

dt
Gt(l)|t=0.

Óòâåðæäåíèå 5. Òðàåêòîðèÿ lt = Gt(l) ðàñïðåäåëåíèÿ l ∈Mk îòíî-
ñèòåëüíî ïîëóãðóïïû Gt óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dlt
dt

= g(lt),

ãäå g � âåêòîðíîå ïîëå ïîëóãðóïïû Gt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ lt = Gt(l) ïî t. Âîñïîëü-
çîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ïîëóãðóïïû è âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîëóãðóïïû, ïî-
ëó÷èì:

dlt
dt

=
d

dt
Gt(l)|t =

d

dt1
Gt+t1(l)|t1=0 =

d

dt1
Gt1(Gt(l))|t1=0 = g(lt).

Îïðåäåëåíèå 15. Óðàâíåíèå âèäà:

dlt
dt

= a(lt), (7)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì l0 = l ∈ Mk, ãäå a � âåêòîðíîå ïîëå íà Mk,
íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íà Mk.

Âåêòîðíîå ïîëå a íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ëîêàëüíàÿ ïîëóãðóïïà Gt ñ âåêòîðíûì ïîëåì a.

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,
åñëè âåêòîðíîå ïîëå a â íåì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé a = k+ b ãëàäêîãî ëèíåé-
íîãî îòîáðàæåíèÿ k : Mk →Mk è ïîñòîÿííîãî îòîáðàæåíèÿ â ýëåìåíò
b ∈Mk. Ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåò-
ñÿ îäíîðîäíûì, åñëè b = 0.

Ïðèìåðàìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû ñäâèãîâ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ b ∈ Mk. Òàêèå ãðóïïû çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè Gb

t(l) =
l + tb, ãäå l ∈Mk.

(Â îáùåì ñëó÷àå ìíå íåèçâåñòíî, ëþáîå ëè îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûì. Êîíå÷-
íî, ìåòîä ëîìàííûõ Ýéëåðà ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü äëÿ ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è â ýòîì ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå â ïðè-
áëèæåíèè íà ðàñïðåäåëåíèÿõ δ̄k âèäà (1) ñ ïåðåìåííûìè, ïðèíàäëåæàùè-
ìè ðåøåòêå ñ ìàëûì øàãîì. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè
èíòåðâàëà âðåìåíè [0, ε], íà êîòîðîì îïåðàòîð, ïîñòðîåííûé â ìåòîäå ëî-
ìàííûõ Ýéëåðà, ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè
ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåíèé. Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû âîçíèêàþò äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [2].)

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ äâîéñòâåííûõ êîíñòðóêöèé ê òîëüêî ÷òî ââå-
äåííûì.

ÅñëèGt : Mk →Mk � ëîêàëüíàÿ ïîëóãðóïïà, òî ÷åðåçG∗t : C∞(Mk)→
C∞(Mk) îáîçíà÷èì ãëàäêîå ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð ôóíêöèé
� äâîéñòâåííóþ ïîëóãðóïïó íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ
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äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ l ∈ Mk è ãëàäêîé ôóíêöèè f ∈ C∞(Mk)

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì: G∗t (f)(l)
def
= f(Gt(l)).

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå ft
def
= G∗t (f), òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü ôóíê-

öèÿ ft óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∂ft(l)

∂t
= 〈g(l);D1

f(t)(l)〉, (8)

ãäå g � âåêòîðíîå ïîëå ïîëóãðóïïû Gt, à D1
f(t)(l) � äèôôåðåíöèàë, çà-

äàííûé âûðàæåíèåì (4), äëÿ ôóíêöèè f(t) â ðàñïðåäåëåíèè l.
Óðàâíåíèå (8) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ g ñîòâåòñòâóåò

ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à îáûêíîâåííîå óðàâíå-
íèå (7) ñ ýòèì âåêòîðíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì õàðàêòåðèñòèê äëÿ
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Çàìåòèì òàêæå, ëþáàÿ ïîëóãðóïïà â Gt : Mk → Mk, äåéñòâóþùàÿ
íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk, ìîæåò áûòü ïîäíÿòà äî ïîëóãðóï-
ïû Gk+1

t : Mk+1 → Mk+1 íà ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé Mk+1 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïî ïîëóãðóïïå Gt ñòðîèòñÿ äâîéñòâåííàÿ ïîëóãðóïïà ãî-

ìîìîðôèçìîâ G∗t : C∞(Mk)→ C∞(Mk), ãäå G
∗
t (fk)(lk)

def
= fk(Gt(lk)). Åñëè

lk+1 ∈Mk+1 è fk ∈ C∞(Mk), òî 〈Gk+1
t (lk+1); fk〉

def
= 〈lk+1;G∗t (fk)〉.

4 Ìîäåëü ïîâåäåíèÿ àíñàáëÿ ÷àñòèö

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ èìå-
åòñÿ N îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñî-
ñòîÿíèé èç ìíîæåñòâà X.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p ÷àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå N îáúåêòîâ ïî ìíîæå-
ñòâó ñîñòîÿíèé X. Òî åñòü p =

∑
x∈X

p(x)δx, ãäå Np(x) � ÷èñëî îáúåêòîâ,

íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè x ∈ X.
×åðåç f îáîçíà÷èì ãëàäêóþ ôóíêöèþ íà ðàñïðåäåëåíèÿõ â Rn, êîòî-

ðóþ áóäåì íàçûâàòü íàáëþäàåìîé íà ñèñòåìå îáúåêòîâ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèíàìèêà ïîâåäåíèÿ òàêîé ñèñòåìû îáúåê-

òîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè ïåðåõîäàìè îáúåêòîâ èç ñîñòîÿíèå â ñî-
ñòîÿíèå äâóõ òèïîâ: ñïîíòàííûìè ñëó÷àéíûìè ïåðåõîäàìè èç ñîñòîÿíèå
â ñîñòîÿíèå ñàìèõ îáúåêòîâ è ñëó÷àéíûìè ïåðåõîäàìè èç ñîñòîÿíèå â
ñîñòîÿíèå çà ñ÷åò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ îáúåêòîâ.

Ïóñòü
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λm,Nx1;x2 � èíòåíñèâíîñòü ñëó÷àéíîãî ïåðåõîäà êàæäîãî îòäåëüíîãî îáú-

åêòà èç ñîñòîÿíèÿ x1 â ñîñòîÿíèå x2;
λm,N
x11,x

1
2;x21,x

2
2
� èíòåíñèâíîñòü ñëó÷àéíîãî ïåðåõîäà çà ñ÷åò ïàðíîãî âçà-

èìîäåéñòâèÿ èç ñîñòîÿíèé x1
1 è x

1
2 â ñîñòîÿíèÿ x

2
1 è x

2
2,

ãäå m è N � ïàðàìåòðû, õàðêòåðèçóþùèå ïîäðîáíîñòü îïèñàíèÿ è
÷èñëî îáúåêòîâ â ñèñòåìå.

Â ýòèõ îáîçíàñåíèÿõ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íàáëþ-
äàåìîé f íà ñîñòîÿíèè p îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

∂f(p)

∂t
=
∑
x1,x2

λm,Nx1;x2Np(x
1)

(
f
(
p+

1

N
δx2 −

1

N
δx1
)
− f(p)

)
+ (9)

+
∑

x11,x
1
2,x

2
1,x

2
2

λm,N
x11,x

1
2;x21,x

2
2
N2p(x1

1)p(x1
2)

(
f
(
p+

1

N
δx21 +

1

N
δx22−

1

N
δx11−

1

N
δx12

)
− f(p)

)
.

Åñëè N äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ðàçëàãàÿ ôóíêöèè îò ðàñïðåäåëåíèé â
óðàâíåíèè (9) â ðÿä Òåéëîðà â ñëåäóþùåì âèäå:

f
(
p+

1

N
δx2 −

1

N
δx1
)
− f(p) =

1

N
(D1

f (p)(x
2)−D1

f (p)(x
1)) +O

(
1

N2

)
;(10)

f
(
p+

1

N
δx21 +

1

N
δx22−

1

N
δx11−

1

N
δx12

)
− f(p) = (11)

=
1

N
(D1

f (p)(x
2
1) +D1

f (p)(x
2
2)−D1

f (p)(x
1
1)−D1

f (p)(x
1
2)) +

+
1

2N2

2∑
i,j,i′,j′=1

(−1)j+j
′D2

f (p)(x
j
i , x

j′

i′ ) +O

(
1

N3

)
,

ãäå D1
f (p)(x) � äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f íà ðàñïðåäå-

ëåíèè p, à D2
f (p)(x1, x2) � äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ýòîé ôóíêöèè

íà ðàñïðåäåëåíèè p.
Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (9) è îòáðîñèâ ñëàãàåìûå ïî-

ðÿäêà O(N−1), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè îò ðàñïðåäåëåíèé ft :

∂f(p)

∂t
= 〈p;AN(D1

f (p))〉+ 〈p, p;BN(D2
f (p))〉, (12)

ãäå AN � ëèíåéíûé îïåðàòîð îò äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè f , à BN � ëèíåéíûé îïåðàòîð îò äèôôåðåíöèàëà 2-ãî ïîðÿäêà, Îïå-
ðàòîð AN âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåíñèâíîñòè ñïîíòàííûõ ïåðåõîäîâ λm,Nx1;x2 ,
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èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé λm,N
x11,x

1
2;x21,x

2
2
è ÷åðåç ÷èñ-

ëî îáúåêòîâ â ñèñòåìå N . Îïåðàòîð BN âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåíñèâíîñòè
ïåðåõîäîâ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé λm,N

x11,x
1
2;x21,x

2
2
è N .

5 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãåíåòè÷åñêèõ àë-

ãîðèòìîâ

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ýâðèñòè÷å-
ñêèõ àëãîðèòìîâ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ïðåäñòàâëåíèÿ îá ýâîëþöèîí-
íûõ ïðîöåññàõ â îáëàñòè ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà.
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èìååòñÿ N îáúåêòîâ (îáúåì ïîïóëÿöèè).

Êàæäûé îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç m = 2l ñîñòîÿíèé, ãäå l
� äëèíà õðîìîñîìû. Íîìåð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
äâîè÷íîé çàïèñè õðîìîñîìû.

Ñîñòîÿíèå ïðîöåññà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, êàê è â ïðåäûäóùåé
ìîäåëè çàäàåòñÿ íàáîðîì ÷èñåë (x1 = n1/N, . . . , xN = nm/N , ãäå ni � ÷èñ-
ëî îáúåêòîâ â ïîïóëÿöèè, íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè i, äëÿ i = 1, . . . ,m.

Èçìåíåíèå ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ ïðîèñõîäèò:
èç-çà ñëó÷àéíîé ìóòàöèè ó êàæäîãî îáúåêòà â ëþáîì çíàêå õðîìîñî-

ìû, êîòîðàÿ âûçûâàåò ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j êàæäîãî
îáúåêòà ñ íåêîòîðîé èíòåíñèâíîñòüþ;

èç-çà ñëó÷àéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ, êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ êðîññèíãîâåðîì, êîãäà èõ õðîìîñîìû ðàçðûâàþòñÿ ñëó÷àéíî â
ëþáîì îäíîì ìåñòå, è îáúåêòû îáìåíèâàþòñÿ ÷àñòÿìè õðîìîñîì;

èç-çà ñëó÷àéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ, êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ ñåëåêöèÿ-ðåïðîäóêöèÿ, êîãäà îáúåêòû ñðàâíèâàþòñÿ ïî íåêî-
òîðîé öåëåâîé ôóíêöèè ϕ, è îáúåêò èç ýòîé ïàðû ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè óíè÷òîæàåòñÿ, à äðóãîé îáúåêò äóáëèðóåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λmutN èíòåíñèâíîñòü ìóòàöèè â êàæäîì çíàêå õðîìî-
ìû îáúåêòà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà îáúåêòîâ N , ÷åðåç λcrN èíòåíñèâíîñòü
ïðîöåññà êðîññèíãîâåðà äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ â êàæäîì çíàêå õðî-
ìîñîìû è ÷åðåç λselN èíòåíñèâíîñòü ïðîöåññà ñåëåêöèè-ðåïðîäóêöèè äëÿ
êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ.

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç cr(1, s, i, j) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî íîìåðàì ñî-
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ñòîÿíèé îáúåêòîâ i è j âûäàåò ðåçóëüòàò êðîññèíãîâåðà â s-îì çíàêå,
ãäå 1 ≤ s ≤ l, â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýòèõ ÷èñåë, òî åñòü ÷èñëî
cr(1, s, i, j), ó êîòîðîãî çíàêè â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè äî s-îãî çíà-
êà ñîâïàäàåò ñî çíàêàìè ÷èñëà i, à îñòàëüíûå çíàêè áåðóòñÿ îò ÷èñëà
j. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç cr(2, s, i, j) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âûäàåò
âòîðîå ÷èñëî êðîññèíãîâåðà ÷èñåë i è j â s-îì çíàêå, êîãäà ïåðâàÿ ÷àñòü
äî çíàêà s áåðåòñÿ îò ÷èñëà j, à âòîðàÿ îò ÷èñëà i.

Íàêîíåö, ÷åðåç maxϕ(i, j) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî äâóì ÷èñ-
ëàì i è j âûäàåò îäíî èç íèõ, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ âûáîðà ϕ ïðèíèìàåò
áîëüøåå çíà÷åíèå.

Åñëè P (x1, . . . , xm, t) � âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ïðîöåññà â ìîìåíò
âðåìåíè t â ñîñòîÿíèè (x1, . . . , xm), è f0(x1, . . . , xm) � ôóíêöèÿ íà ïðî-

ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (íàáëþäàåìàÿ), òî ïîëîæèì ft(x1, . . . , xm)
def
= 〈P ; f0〉

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþäàåìîé f0 äëÿ ýòîãî ïðîöåññà â ìî-
ìåíò âðåìåíè t.

Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ íàáëþäàåìîé ýòîãî ïðîöåññà:

∂ft(x1, . . . , xm)

∂t
=

∑
i,j∈{1,...,m}; |i−j|b=1

Nxiλ
mut
N

(
ft

(
x̄− δi

N
+
δj
N

)
− ft(x̄)

)
+

l−1∑
s=1

∑
i,j∈{1,...,m}

N2xixjλ
cr
N

(
ft

(
x̄− δi

N
− δj
N

+
δcr(1,s,i,j)

N
+
δcr(2,s,i,j)

N

)
− ft(x̄)

)
+

∑
i,j∈{1,...,m}

N2xixjλ
sel
N

(
ft

(
x̄− δi

N
− δj
N

+
2δmaxϕ(i,j)

N

)
− ft(x̄)

)
, (13)

ãäå |i−j|b � ÷èñëî ðàçëè÷èé â çíàêàõ äëÿ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë
i è j, à ÷åðåç δk îáîçíà÷åí âåêòîð â R, ó êîòîðîãî k -àÿ êîîðäèíàòà ðàâíà
1, à îñòàëüíûå êîîðäèíàíàòû ðàâíû 0.

Åñëè ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ áîëüøîãî N , òî àð-
ãóìåíòû ôóíêöèè ft â íåì ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò x̄. Ðàçëîæèì ôóíöèþ ft
â ýòîì óðàâíåíèè â ðÿä Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x̄.
Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå:

∂ft(x1, . . . , xm)

∂t
=
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=
∑

i,j∈{1,...,m};
|i−j|b=1

xiλ
mut
N

(( ∂

∂xj
− ∂

∂xi

)
ft +

1

2N

( ∂

∂xj
− ∂

∂xi

)2

ft +O(N−2)

)
+

+
l−1∑
s=1

∑
i,j∈{1,...,m}

Nxixjλ
cr
N

(( ∂

∂xcr(1,s,i,j)
+

∂

∂xcr(2,s,i,j)
− ∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
ft +

+
1

2N

( ∂

∂xcr(1,s,i,j)
+

∂

∂xcr(2,s,i,j)
− ∂

∂xi
− ∂

∂xj

)2

ft +O(N−2)

)
+

+
∑

i,j∈{1,...,m}

Nxixjλ
sel
N

(( 2∂

∂xmaxϕ(i,j)

− ∂

∂xi
− ∂

∂xj

)
ft +

+
1

2N

( 2∂

∂xmaxϕ(i,j)

− ∂

∂xi
− ∂

∂xj

)2

ft +O(N−2)

)
. (14)

Äàëüíåéøåé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-
íèå ïðèáëèæåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ÷èñëå îáúåêòîâ N è äëèíå õðî-
ìîñîì l, îäíîâðåìåííî ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷åíèè àñèìï-
òîòèêè ðåøåíèé ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíèå ñâÿçè ýòîãî
ðåøåíèÿ ïðè t,ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ñ ôóíêöèåé îòáîðà ϕ.
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